Solutiile problemelor propuse la REUM III

si baremele de notare
Centrul Olimpicilor

Mai 2026

1 Categoria JUNIORI (Clasele 7-8)

1.1 Problema 1

Se considera urmatoarea ecuatie in N3:

al + b3 ="

Demonstrati ca exista 3 solutii distincte.
Toader David

Barem de notare

(a,b,¢) = (0,0,1) eevrreenne. 2p
(a,b,¢) =(1,0,1) ccveneennne 2p
(ayb,¢) =(5,2,2) cevverueeannn 3p

1.2 Problema 2

Demonstrati ci existd n € N astfel incat pentru orice m > n, m € N, exista un k,, € N si niste numere
ai,as,...,a, € N* cu proprietatea cd m = a; +as + ... + ag,, sid(a -as - ... ag,,) > m.

* d(n) =numarul divizorilor pozitivi lui n.
Toader David

Solutie
Vom demonstra ca n = 20 satisface proprietatea.

Vom demonstra mai intai ca oricare ar fi m > 20 putem alege x,y € N*; z,y > 3 astfel incat:
m=2-z+3-y

2

Caz 1) m este par alegem: y = 4 si x = M43 > 20243y
m—3-3

Caz 2) m este impar alegem: y =3 si x =



Fie z cardinalul multimii {1 < i < ky,, | a; = 2} si y cardinalul multimii {1 < i <k, | a; = 3} (am
ales anterior acestui pas a; € {2,3}, i = 1, k,,, convenabil pentru m). Evident, k,, = x +y. Ramane de
aratat ca:

d(2*-3Y) > 2243y < (z+1)(y+1) > 2243y < zy+z+y+1>2x+3y < ay+1>z+2y.

Notand x =3+ z, y =3+t cu 2,t € N, inegalitatea devine echivalenta cu:
B+2)B+t)+1>3+24+2B+1) <= 9+32+3t+2t+1>94+24+2t < 14+2t+22+t>0

Evident adevarat............... 3p

Remarca

Se poate demonstra ca cel mai mic n cu proprietatea din problema este 14, iar oricare ar fi 1 < m < 13,
oricare ar fi 1 < k < m si oricum am alege aj,as,...,ar € N* cu m = a3 + as + ... + ag, atunci are loc
inegalitatea d(aj - as - ... - ax) < m

1.3 Problema 3

Fie a, b, ¢ > 0 astfel incat a? + b + ¢ + ab + bc + ca = 6. Demonstrati ci are loc inegalitatea:

24> 2 (a® + 6%+ c?) + 3 (Vab(a+b) + Ve (b+ c) + vVea (c + a))

Stoicescu Alex

Solutie
Folosind ipoteza, inegalitatea ce trebuie demonstrata este echivalenta cu

4(a? + 0% + ¢+ ab+ be+ ca) > 2 (a® + b+ *) +3 (Vab (a+b) + Ve (b + ¢) + Vea (c + a))

& 2(a®+b*+c*) +4(ab+ be+ ca) 23(@(a+b)+\/%(b+c)+\/a(c+a)) ............... 2p

& (a2 +b? + dab — 3\/@(a+b))+(b2 +c2 +4bc—?)\/%(b—kc))—%(c2 +a®+4ca—3veca(c+a)) > 0.........

& (f—\/E)Q(a—\/%+b)+(\/5—\/E)2 (b—\/%—f—c)—k(ﬁ—\/ﬁ)z (c=vVea+a) >0, 3p

1.4 Problema 4

Ana si Bogdan se joaca un joc de strategie in plan. Acestia incep de la un cerc Cy si un punct P in
exteriorul siu, cat si un unghi 6 € (0,27). La fiecare pas n > 1, Bogdan alege un arc de cerc AB pe
C,—1 avand masura 6, iar Ana construieste un cerc C,,, tangent exterior la C),_1, astfel incit punctul
de tangenta se aflda pe AB. Ana céstigd dacd, la un anumit pas N, P apartine cercului Cy. Bogdan
alege arcurile de cerc astfel incit sd impiedice victoria Anei. Stiind cd ambii joacd optim, pentru ce
valori ale lui 6 poate Ana si castige?

*Doud cercuri sunt considerate tangente exterior dacd sunt tangente si au interioarele disjuncte.

Vasile Calin



Solutie

Si ne imaginam ci suntem in pozitia lui Bogdan, la mutarea n. In primul rand, trebuie si ne
asiguram ci Ana nu poate céstiga chiar in mutarea curenta. Odata ce fixam arcul AB pe C,,_1, la ce
puncte X poate ajunge Ana, in functie de cum il construieste pe C,,7 Vom spune ci aceste puncte sunt
accesibile. Evident, notiunea de accesibilitate depinde de arcul AB ales.

Sa fixdm un punct 7' de pe AB. Vom spune ci un punct X din exteriorul lui C,,_; este accesibil
din T dacd Ana poate construi un cerc C,, tangent la C, _1 in T astfel incat X € C,. Ne va fi util s&
caracterizam aceste puncte mai intai.

Fie d tangenta la C,,_1 in T, iar 7w semiplanul determinat de d care nu il contine pe C,,_1. Excludem
din 7 dreapta d. Atunci, punctele cu proprietatea cautati sunt precis cele din 7. In primul rand, orice
X accesibil din T trebuie si se afle in 7 deoarece cercul C,, este convex, neavand cum si iasd din 7. In
al doilea rand, putem construi un cerc C,, pentru orice X € 7. Fie m mediatoarea segmentului T X, iar
p perpendiculara la d in 7. Cum Z(p,TX) < 7, iar Z(m,TX) = 7, dreptele p si m se intersecteaza
intr-un punct O € w. In plus, triunghiul AOTX este isoscel, cum dreapta m este iniltime si median.
In concluzie, cercul de centru O si razi OT il contine pe X si este tangent la C,,_; in T. Intr-adevar,
cele doud cercuri impart dreapta d ca tangenta, OT fiind perpendicular pe d.



Un punct X este accesibil daca si numai daci existd un 7" pe arcul AB astfel incat X sa fie accesibil
din 7. Mai simplu spus, multimea punctelor accesibile este precis reuniunea semiplanurilor 7 determinate
anterior, considerate pentru fiecare punct de pe arcul AB. Vom fi mai interesati in multimea punctelor
inaccesibile (din exteriorul lui C,_;, desigur). Daci Bogdan forteazi punctul P si se afle in aceasta
multime la fiecare mutare, Ana nu poate castiga. Reciproc, dacd Ana construieste un cerc C,,_; astfel
incat P si fie accesibil oricum ar alege Bogdan arcul AB, aceasta va putea castiga la urmatoarea mutare.

Cand 0 < 6 < 7, multimea punctelor inaccesibile determina o regiune nemarginita. Fie a si b dreptele
tangente la C,,_1 In A, respectiv B. Un punct este inaccesibil daca si numai daca se afla in zona dintre
a, bsi C,,_1 care nu contine arcul AB. Daca O este centrul lui C),_1, iar M mijlocul arcului AB, atunci
Bogdan poate alege arcul AB astfel incat O € [M P]. In acest caz, punctul P se va afla cu siguranti in
multimea punctelor inaccesibile. Aplicand aceasta strategie, Bogdan se asigurd cd Ana nu poate castiga
la mutarea n. Rationamentul fiind unul general, il poate aplica pentru fiecare n > 1, deci Ana nu castiga
niciodata.

Regiunea s
inaccesibila O

Dacd m < 6§ < 2w, atunci Ana poate castiga in doud mutéari. De data aceasta, regiunea punctelor
inaccesibile este marginita, fapt pe care il vom exploata. Putem caracteriza asemanator regiunea folosind
tangentele a si b la C,,_1 in A, respectiv B. Daca S = a N b, atunci punctele inaccesibile sunt precis
cele de pe triunghiul ASAB care nu se afld pe C,,_1. In plus, observam o conditie necesard: dacd X
este inaccesibil, atunci neaparat OX < OS. Daca Ana reuseste sa construiasca cercul C,,_1 astfel incat
neaparat OP > OS, indiferent unde ar fi plasat arcul AB pe cerc, atunci P nu va avea cum sa fie
inaccesibil si Ana va castiga.



S& ne imagindm ci suntem chiar la a doua mutare (deci C,,_1 este C7). Pastrand notatiile vechi
pentru C; si considerand raza sa R, giasim ZAOB = 27 —60, de unde ZSOB = 7w — g, deci ZOSB = H*T“.

De aici,
9—71') R R
i =—0S=—F"—7-—
sm( 9 OS(:} sin(%)

In concluzie, obtinem c& pentru orice punct inaccesibil X avem OX < OS = kR, unde k este o constanta
“globala", care nu depinde de cerc sau de mutarea la care ne aflam.

Fie Og si Ry centrul, respectiv raza lui Cy. Din inegalitatea triunghiului rezultda POy < OP+ 00, =
OP + R+ Ry. Daca P ar fi inaccesibil (relativ la Cy si o alegere a arcului AB), atunci am avea ci
POy < (14 k)R + Ry, ceea ce este echivalent cu

POy — Ry <
1+x —

Astfel, P poate fi inaccesibil doar dacd R satisface aceasta inegalitate. Membrul stang este constant, in

timp ce cel drept, raza lui C1, este complet la alegerea Anei. Alegandu-1 pe R mai mic decAt membrul

stang, conditia nu va mai fi indeplinita, iar punctul P va fi neaparat accesibil. Astfel, Ana va castiga.
Asadar, Ana poate castiga daci si numai daci 6 € (m, 27).
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Barem de notare

Caracterizarea punctelor accesibile/inaccesibile ............... 3p
eDescrierea regiunii accesibile............... 1p
eDemonstrarea riguroasa si corectid a caracterizarii............... 1.5p
eDescrierea regiunii inaccesibile............... 0.5p
Rezolvarea cazului 0 < 0 < 7 ..oooeeeenee. 1p
Rezolvarea cazului m < 0 < 27 ..., 3p
eDemonstrarea riguroasa si corectd a dependentei dintre OS si R ............... 1p

eDescrierea strategiei Anei de a alege R mic. (Daci strategia este abordati intuitiv, neriguros, se
va acorda doar 1p) ............... 2p

2 Categoria SENIORI (Clasele 9-12)
2.1 Problema 1

Fie w un cerc de diametru 1 si AB un segment tangent la w in punctul B. Daca C' € w este un punct
diferit de B, aratati cd BC = sin(ZABC).
Vasile Calin

Solutie
Fie O centrul cercului si 0 = ZABC. Atunci ZBOC este egal cu 20 pentru 6 < 7 si cu 27 —26 pentru
0 > Z. In ambele cazuri obtinem cos(ZABC)) = cos(26), cum functia cos este para si are perioada 2.

A 'B A B
Din teorema cosinusului, aplicatd in ABOC, avem

1
BC? = OB? + 0C? —20B - OC - cos(LABC) = 575" cos(26)

N =

Folosim identitatea trigonometrici cos(2z) = 1 — 2sin®(x) pentru a obtine

BC? = (1 —2sin*(9)) = sin®*(0)

1
2

N | =

deci, BC = sin#.



Barem de notare

Demonstrarea formulei cos(ZABC) = cos(20) ............... 2.5p

Aplicarea teoremei cosinusului in ABOC ............... 1.5p

Utilizarea identititii cos(2z) = 1 — 2sin®(z) pentru a obtine BC? = sin?(0) ............... 2.5p
Finalizarea solutiei ............... 0.5p

2.2 Problema 2

Notam cu d(n) numirul divizorilor pozitivi ai lui n.
a) Demonstrati cd d(n) < 2y/n
b) Gasiti toate numerele k£ € N pentru care inegalitatea: d(aj - ag - .... - ag) < a1 + ag + ... + ai are

loc, oricare ar i a; € N*, i =1, k.
Toader David

Solutie

a) Formam multimi de cate 2 elemente de tipul {z, %}, pentru ¢ divizor al lui n; exceptie putand fi
doar \/n (daca acesta este natural), care va forma singur o multime. Fiecare multime contine un element
cel mult egal cu y/n(cel mai mic din fiecare multime). Numérul de divizori este maxim 2-numérul de
elemente din multimi (deoarece acestea sunt disjuncte), care este cel mult 24/n ............... 2p

b) Vom demonstra ci singurele numere care satisfac ipoteza sunt 1 si 2.

Pentru k = 1 folosim identitatea de la a), si obtinem: d(a;) < 2/ay, iar 2,/a; < a1 pentru a; > 4.
Astfel, singurele cazuri care mai sunt de verificat sunt: a; € {1,2,3}, care convin.

(d(1) =1, d(2) = 2, d(3) = 2 < 3)

Pentru & = 2, aplicand subpunctul a) obtinem: d(ajas) < 2 /ajaz; iar din inegalitatea mediilor
obtinem: 2,/a1a2 < a1 + a2 «coevveeeeen. 2p

Pentru k = 3 alegem drept contraexemplu: a; = 4; as = 5; a3 = 6; astfel: d(ajazaz) = d(22-3'-5') =

4-2-2=16;iar a; +azs+a3=4+5+6 =15 < 16 = d(a1a2as) ...ccccooue.... 1p

Pentru k > 4 alegem: a; = ay = 4 si a3 = ay = ... = ap = 3. Astfel d(ajaz...a;) = d(2*-3k72) =
5(k — 1) = bk — 5; iar a1 + ag + ... + ax = 3(k — 2) + 8 = 3k + 2; este suficient si ardtam ca:
5k —5>3k+2 < 2k>T7 <<= k>4 ......c........ 2p

2.3 Problema 3

Pentru doud multimi A, B C R, notdim BA = {ba | b € B,a € A}.

Fie X C R o multime finitd, nevida. Definim sirul (X,,),>1 prin: X1 = X CR, X411 = X,,X,Vn > L.
Aflati toate multimile X cu proprietatea ca sirul (|X,|)n>1 este marginit.

* | X| este cardinalul multimii X C R.
Dragomir Eduard
Solutie

Vom incepe prin a demonstra urméitoarea afirmatie : Sirul z, =| X,, | este crescitor. Evident, daci
X = {0} atunci X,, = {0} si deci cerinta este verificatd. Vom trata in ceea ce urmeazi cazul in care



X # {0}, adica existd u € X cu u # 0. Fie n > 1, atunci uX,, C X, X, deci z,, =| X, |=| uX, |<]
XX, |= @ny1, astfel concluziondm ca x,, este crescitor............... 2p

Cum z,, este marginit si crescitor, concluzioniim ci acesta este stationar (este constant de la un rang
ncolo) oveeeneene 1p

Fie n = N acest rang. Avem, x,41 = x,, deci | XX,, |=| X,, |. Fie v € X cu v # 0 atunci:
| uX, |=| X, |. Astfel, obtinem ci dacd am doud numere distincte nenule din X fie ele u, v atunci
uX,, = vX,, deoarece altfel uX, UvX, C XX,, iar uX, UvX, ar avea cardinal cel putin | X, | +1.
Fie t € X, cu cel mai mare modul, atunci in multimile ©X,, si vX,, ut respectiv vt sunt elementele de
modul maximal. Cum multimile sunt egale, reiese ci aceste elemente au modul egal, deci | u |=| v |.
Cum u, v au fost alese aleatoriu peste elementele nenule ale lui X, obtinem ca X are cel mult 2 elemente
nenule. Pe de alta parte, se verificd cd toate multimile de forma {—z,0,z}, {—=z,z}, {0, 2}, {z}, {0} sunt
solutii, deci solutia generala este data de :

X =uS, unde u e real, iar S C {—1,0,1}, S # 0 coovvenee. 4p

*Pentru enumerarea completd a solutiilor, si verificarea satisfacerii proprietatilor cerute pentru aceste solutii,
se va puncta 1p.

2.4 Problema 4

Fie a,b,c > 0 astfel incat a + b+ ¢ + 1 < 4abc. Determinati valoarea maxima a urméatoarei expresii:

9 n 25 n 49
a2+b+13 2+c+23 cZ2+a+33

Stoicescu Alex
Solutie

1 1 1
b 1 < dabe < S P
atbrerl s dabe s o T T T 12 = P

Din inegalitatea CBS (forma Titu Andreescu),

L<4+¥
a?+b+13 7 10 " a®+b+3
R
BP+c+237 2 B+c+3
_ 49 36 1 ,
62+a+33—30 C2+a—|—3 ............... D
Asadar,
A N RN
@@+b+13 Pt Atatd3 T 5 S<a’+b+3



Din nou, din inegalitatea CBS,

9

25 9

= 2 1 1 4 2

4 < 4 N < . 4
Za2+b+32<a2+2+b+1> Za2+b+3*25 Z<a2+2+

cyc cyc cyc cyc

Din inegalitatea mediilor AM-GM,

1 1 1
DA S r e kDI re

cyc cyc

Din inegalitatea CBS,

1

1

b+1

D (e D D
3 cchaH_cyc 20+1 1 _Cyc2a+2_18 Cyca—i—l_QCyca—i—l
Tinand cont de ipoteza, obtinem
PIPFESEE
a+1 7~ 2
cyc
In final,
9 25 49 12 1 12 4 12
<= N QT — )<=
Crb+13 Pretr23 Etatsss 5+§a2+b+3— 5+25§<a2+2+b+1>_ 5

Egalitatea are loc pentru (a,b,c) = (1,1,1)

*Cazul de egalitate lipsit de o idee conducitoare la un rezultat va fi punctat cu Op.

o
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